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ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ

ΘΕΜΑ 1

A.1 Έστω µια συνάρτηση f, η οποία είναι ορισµένη σε ένα κλειστό

διάστηµα [α, β]. Αν:

• η f είναι συνεχής στο [α, β] και

• f(α) ≠ f(β)
δείξτε ότι για κάθε αριθµό η µεταξύ των f(α) και f(β) υπάρχει ένας,

τουλάχιστον x
0 
∈ (α, β) τέτοιος, ώστε

f(x
0
) = η .

Μονάδες 9

Α.2 Πότε η ευθεία y = λx + β λέγεται ασύµπτωτη της γραφικής
παράστασης µιας συνάρτησης f στο +∞;

Μονάδες 4

B. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο

τετράδιό σας τη λέξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράµµα που
αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση.

α. Αν η f είναι συνεχής στο [α, β] µε f(α) < 0 και υπάρχει ξ ∈ (α, β)

ώστε f(ξ) = 0, τότε κατ’ ανάγκη f(β) > 0.

Μον�δες 2

β. Αν υπάρχει το ( ))()(lim
0

xgxf
xx

+
�

, τότε κατ’ ανάγκη υπάρχουν τα

)(lim
0

xf
xx→

 και )(lim
0

xg
xx→

.

Μονάδες 2

γ. Αν η f έχει αντίστροφη συνάρτηση f-1και η γραφική παράσταση της
f έχει κοινό σηµείο Α µε την ευθεία y = x, τότε το σηµείο Α ανήκει

και στη γραφική παράσταση της f-1
 

.

Μονάδες 2

δ. Αν 0)(lim
0

=

→

xf
xx

 και f(x) > 0 κοντά στο x0, τότε +∞=
→ )(

1
lim

0 xfxx

.

Μονάδες 2

ε. Αν η f είναι µια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστηµα ∆ και α είναι

ένα σηµείο του ∆, τότε ισχύει )()()( afxfdttf
x

a

−=
′





 ∫  για κάθε

x ∈ ∆.

Μονάδες 2



2

στ. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και δε

µηδενίζεται σ’ αυτό, τότε αυτή ή είναι θετική για κάθε x ∈ ∆ ή

είναι αρνητική για κάθε x ∈ ∆, δηλαδή διατηρεί πρόσηµο στο
διάστηµα ∆.

Μονάδες 2

ΘΕΜΑ 2

∆ίνονται οι µιγαδικοί αριθµοί z1, z2, z3
 
µε |z1| = |z2| = |z3| = 3.

α. ∆είξτε ότι: 
1

1

9

z

z =  .

Μονάδες 7

β. ∆είξτε ότι ο αριθµός 
1

2

2

1

z

z

z

z

+  είναι πραγµατικός.

Μονάδες 9

γ. ∆είξτε ότι: ||
3

1
||

133221321
zzzzzzzzz ⋅+⋅+⋅=++  .

Μονάδες 9

ΘΕΜΑ 3

∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f(x) = eλx,  λ > 0.

α. ∆είξτε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα.

Μονάδες 3

β. ∆είξτε ότι η εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f, η
οποία διέρχεται από την αρχή των αξόνων, είναι η  y = λex.

Βρείτε τις συντεταγµένες του σηµείου επαφής Μ.

Μονάδες 7

γ. ∆είξτε ότι το εµβαδόν Ε(λ) του χωρίου, το οποίο περικλείεται µεταξύ της
γραφικής παράστασης της f, της εφαπτοµένης της στο σηµείο Μ και του

άξονα y΄y, είναι 
λ

λ
2

2
)(

−

=

e
E .

Μονάδες 8

δ. Υπολογίστε το 
λ

λλ

λ ηµ2

)(
lim

2

+

⋅

+∞→

E
 .

Μονάδες 7
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ΘΕΜΑ 4

Έστω µια συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο � τέτοια, ώστε να ισχύει η σχέση

2 f ΄(x) = ex – f(x)
 

για κάθε x ∈ � και f(0) = 0.

α. Να δειχθεί ότι: 






 +
=

2

1
ln)(

xe
xf  .

Μονάδες 6

β. Nα βρεθεί το: 
x

dttxf
x

x ηµ

)(
lim 0

0

∫ −

→

 .

Μονάδες 6

γ. ∆ίδονται οι συναρτήσεις:

∫
−

⋅=

x

x

dttftxh )()( 2005  και 
2007

)(
2007
x

xg = .

∆είξτε ότι h(x) = g(x) για κάθε x ∈ �.

Μονάδες 7

δ. ∆είξτε ότι η εξίσωση 
2008

1
)(2005

=⋅∫
−

x

x

dttft  έχει ακριβώς µία λύση στο

(0 , 1).

Μονάδες 6
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ

ΘΕΜΑ 1

Α.1. Θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών.

Έστω µια συνάρτηση  f, η οποία είναι ορισµένη σε ένα κλειστό διάστηµα
[α, β]. Αν:

• η  f  είναι συνεχής στο [α, β] και

• f(α) ≠ f(β)

τότε, για κάθε αριθµό  η  µεταξύ των  f(α)  και  f(β)  υπάρχει ένας, τουλάχιστον  x0 ∈
(α, β) τέτοιος ώστε  f(x0) = η

Α.2. Η ευθεία  y = λx + β  λέγεται ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της  f

στο  +∞,  αν [ ] 0)()(lim =+−
∞+→

βλxxf
x

.

Β.

α → Λ,

β → Λ

γ → Σ

δ → Σ

ε → Λ

στ → Σ

ΘΕΜΑ 2

α. Από τη σχέση  3
321
=== zzz  έχουµε:

1

111

2

11

9
993

z

zzzzz =⇔=⇔=⇔= .

β. Αρκεί (*) να δειχθεί ότι:











+=+

1

2

2

12

2

1

1
z

z

z

z

z

z

z

z
 ⇔ 

1

2

2

1

1

2

2

1

z

z

z

z

z

z

z

z

+=+ .

Όµως  
3

3

2

2

1

1

9
,

9
,

9

z

z

z

z

z

z ===  αφού 3
321
=== zzz .

Άρα  
2

1

1

2

1

2

2

1

1

2

2

1

9

9

9

9

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

+=+=+ .

*  Ισχύει ότι IR∈⇔= zzz

γιατί αν z = α + βi  τότε iz βα −=  άρα )1(2 izz β=− .
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Έτσι IR0

)1(

∈⇔=⇔= zzz β

γ. α' τρόπος

Είναι:

=

++

=++=++=++=++=++

321

133221

321321

321321321
9

111
9

999

zzz

zzzzzz

zzzzzz

zzzzzzzzz

133221

133221

321

133221

3

1

27
99 zzzzzz

zzzzzz

zzz

zzzzzz

++=

++

=

++

= .

β' τρόπος

Είναι:

2

133221

2

321

9

1
zzzzzzzzz ⋅+⋅+⋅=++  ⇔

))((
9

1
)()(

133221133221321321
zzzzzzzzzzzzzzzzzz ++++=++++

))((
9

1
))((

133221133221321321
zzzzzzzzzzzzzzzzzz ++++=++++









++++=








++++

133221

133221

321

321

818181
)(

9

1999
)(

zzzzzz

zzzzzz

zzz

zzz









++++=








++++

133221

133221

321

321

111
)(

9

81111
)(9

zzzzzz

zzzzzz

zzz

zzz









++++++++=








++++++++ 111111

32

13

21

13

13

32

21

32

13

21

32

21

2

3

1

3

3

2

1

2

3

1

2

1

zz

zz

zz

zz

zz

zz

zz

zz

zz

zz

zz

zz

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

2

1

2

3

1

2

1

3

3

2

3

1

2

3

1

3

3

2

1

2

3

1

2

1

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

+++++=+++++ .

Η τελευταία ισχύει προφανώς, άρα και η αρχική.

ΘΕΜΑ 3

α. H  f  είναι παραγωγίσιµη στο � ως σύνθεση παραγωγισίµων συναρτήσεων σ' αυτό,

µε  f ΄(x) = (e 

λx)΄ = e 

λx ⋅ (λx)΄ = λe 

λx, x ∈ �.

Είναι  λ > 0, e 

λx > 0  για κάθε  x ∈ �, οπότε  f ΄(x) > 0  για κάθε  x ∈ �. Άρα  f

γνησίως αύξουσα στο �.

β. Έστω (x0, f (x0)) οι συντεταγµένες του σηµείου Μ. Τότε η εξίσωση της
εφαπτοµένης στο Μ είναι

(ε): )x(xλeey)xx)(x(f)f(xy 0

λxλx

000
00

−=−⇔−=− ΄ .

Για να διέρχεται η (ε) από την αρχή των αξόνων πρέπει και αρκεί:
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λ

1
x)xλ(1)x(0λee0 000

λxλx 00
=⇔−=−⇔−=− .

Έτσι η (ε) γίνεται:

λexy)
λ

1
λe(xey =⇔−=− .

Οι συντεταγµένες του Μ είναι: e),
λ

1
M( .

γ.

M( e)   ,

B(0,1)

A(   ,0)Ox' x

y'

y

e

1

λ

1
λ

(ε)

Το ζητούµενο εµβαδόν όπως φαίνεται από το σχήµα ισούται µε:

.
2λ

2e

2λ

e22e

2λ

e

λ

1
e

λ

1

2λ

e
e

λ

1
e

λ

1

2

1
dxe(OAM)(OAMB)

λ

1

0

λx

λ

1

0

λx −
=

−−
=−−⋅=−








=⋅⋅−=− ∫

δ. Είναι 

�

����

�

�

��

�������

�����

����

��

��
�

����

�	���
�

�

+
⋅

−
=

+

−
=

+

−
⋅

=

+

⋅
.

Για κάθε  λ > 0  είναι:

1ηµλ1 ≤≤−  ⇔ 3ηµλ21 ≤+≤  ⇔ .
λ

3

λ

ηµλ2

λ

1
0 ≤

+
≤<

Όµως 0
3

lim
1

lim =







=








+∞→+∞→ λλ λλ

, οπότε µε βάση το κριτήριο παρεµβολής είναι

0
λ

ηµλ2
lim
λ

=
+

+∞→

, ενώ 0
λ

ηµλ2
>

+
.

Έτσι +∞=

++∞→

λ

ηµλ2

1
lim
λ

 και αφού 0
2

2
>

−e

 προκύπτει τελικά ότι

+∞=

+

⋅

+∞→ ηµλ2

)E(λλ
lim

2

λ

.

Παρατήρηση:

Για την εύρεση του εµβαδού του χωρίου Ε (λ) είναι δυνατόν να µη
χρησιµοποιηθεί το σχήµα ως εξής:

Για την  f (x) = eλx  είναι  f ΄(x) = λeλx  και  f ΄΄(x) = λ2eλx > 0  για κάθε x ∈ �.
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Έτσι η  f  είναι κυρτή στο � οπότε η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της  f

σε κάθε σηµείο της, βρίσκεται κάτω από τη γραφική παράσταση µε εξαίρεση το

σηµείο επαφής. (Σχόλιο σελ. 274 σχολικού βιβλίου).

Έτσι  f (x) ≥ λex ⇔ f (x) − λex ≥ 0  για κάθε x ∈ �. Η συνάρτηση

g (x) = f (x) − λex είναι συνεχής ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων στο 






λ

1
0,

οπότε το ζητούµενο εµβαδόν ισούται µε:

2λ

2e

2

λex
e

λ

1
λex)dx(eλex)dx(f(x)Ε(λ)

λ

1

0

2

λx

λ

1

0

λx

λ

1

0

−
==








−=−=−= ∫∫ K .

ΘΕΜΑ 4

α. Από τη δοσµένη σχέση )()(2 xfxexf΄ −

=  για κάθε x ∈ �  έχουµε:

ή
)(

)(2
xf

e

x
e

xf΄ =

ή)(2 )( xxf eexf΄ =

ή
2

1
)( )( xxf eexf΄ =

( ) ή
2

1)( xxf
e΄e =

( ) ⇔












=

΄
x

΄
xf e

e

2

)(

C
e

e

x
xf

+=

2

)( , C ∈ �.

Για  x = 0  έχουµε: C
e

e
f

+=

2

0
)0(

η οποία λόγω του ότι  f(0) = 0  γράφεται:

2

1

2

1
1

2

0

0
=⇔+=⇔+= CCCe

e
.

Οπότε: 
2

1

2

1

2

)()( +
=⇔+=

x
xf

x
xf e

e

e

e .

Άρα: 






 +
=

2

1
ln)(

xe
xf .

β. Θέτουµε x − t = u.
∆ιαφορίζουµε την τελευταία και βρίσκουµε  du = −dt.

Επιπλέον για  t = 0  είναι  u = x,  ενώ για  t = x  είναι  u = 0.
Έτσι:

∫ ∫∫ =−=−

x x

x

duufduufdttxf
0 0

0

)()()(

Εποµένως:
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x

duuf

x

dttxf
x

x

x

x ηµ

)(

lim
ηµ

)(

lim 0

0

0

0

∫∫
→→

=

−

.

Η  f  είναι συνεχής στο  �, οπότε η  ∫
x

duuf
0

)(  είναι παραγωγίσιµη στο  �  µε

)()(
0

xfduuf

΄
x

=









∫ .

Επειδή η  ∫
x

duuf
0

)(   είναι παραγωγίσιµη στο  �  θα είναι και συνεχής σ' αυτό.

Εποµένως: 0)0(
συν0

)0(

συν

)(
lim

)(ηµ

)(

lim
ηµ

)(

lim
0

0

0

0

0

0

0

====











=
→→→

∫∫
f

f

x

xf

΄x

duuf

x

duuf

x

΄
x

x

x

x

.

(Η  f  είναι παραγωγίσιµη στο  �, άρα είναι και συνεχής σ' αυτό.)

γ. Είναι

∫∫∫∫∫
−

−−

−=+==

x

0

2005

x

0

2005

x

0

2005

0

x

2005

x

x

2005 f(t)dttf(t)dttf(t)dttf(t)dttf(t)dtth(x) .

Αν θεωρήσουµε τη συνάρτηση  φ (t) = t2005 ⋅ f (t)  η  h (x)  γράφεται:

∫∫
−

−=

x

0

x

0

φ(t)dtφ(t)dth(x) .

Η  φ (t) = t2005 ⋅ f (t)  είναι συνεχής στο �, άρα η συνάρτηση ∫=

x

0

φ(t)dtκ(x)  είναι

παραγωγίσιµη στο � µε  κ΄ (x) = φ (x) = x2005 ⋅ f (x), όπως επίσης είναι

παραγωγίσιµη και η συνάρτηση ∫
−

=−

x

0

φ(t)dtx)κ(  ως σύνθεση των

παραγωγισίµων  − x, κ (x), µε (κ (−x))΄ = φ (− x)(− x)΄= − φ (−x).
Εποµένως

h΄ (x) = (κ (x) − κ (−x))΄= φ (x) + φ (−x) = x2005f (x) + (−x)2005f (− x) =

=














+

+
⋅=



















+

+

⋅=












 +
⋅−













 +
⋅=

−−

−

x

x
2005

x

x

2005
x

2005
x

2005

e1

e1
lnx

2

e1

2

e1

lnx
2

e1
lnx

2

e1
lnx

20062005x2005

x

xx
2005

x

x
2005 xxxlnex

1)(e

)e(1e
lnx

e

1
1

e1
lnx =⋅=⋅=













+

+
⋅=



















+

+
⋅= .

Ακόµα η 
2007

2007
x

xg =)(  είναι παραγωγίσιµη στο � µε 2006

2006

2007
2007 x

x
xg΄ =⋅=)( .

Επειδή  h ΄(x) = g ΄(x)  για κάθε  x ∈ �  είναι  h (x) = g (x) + c, c ∈ �.

Όµως για  x = 0  είναι  h (0) = g (0) = 0, άρα  c = 0.

Εποµένως  h (x) = g (x)  για κάθε  x ∈ �.
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δ. Η εξίσωση 
2008

1
)(2005

=∫
−

x

x

dttft  λόγω του ερωτήµατος  γ  γράφεται ισοδύναµα

2008

1

2007

2007

=

x

 ⇔ 2008x
2007

 − 2007 = 0

Θεωρούµε τη συνάρτηση

P (x) = 2008x
2007

 − 2007, x ∈ [0, 1].

Η  P  είναι συνεχής στο �, άρα και στο [0, 1] ως πολυωνυµική.

P (0) = − 2007 < 0  κ' P (1) = 1 > 0

Εποµένως, σύµφωνα µε το θεώρηµα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον x0 ∈ (0, 1)
τέτοιο ώστε  P (x0) = 0.

Επιπλέον η  P (x)  είναι παραγωγίσιµη στο  �  ως πολυωνυµική, άρα και στο [0, 1]

µε  P ΄(x) = 2008 ⋅ 2007x
2006

.

Είναι  P ΄(x) > 0 για κάθε  x ∈ (0, 1)  οπότε η  P  είναι γνησίως αύξουσα στο (0, 1).
Άρα η  P (x) = 0 έχει ακριβώς µία ρίζα στο (0, 1).


